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S* !• Iler Schu>erpunct ^) ist flir uns der MUtelpwict 
des Raumdinges dem er angehOrt, und jede Schwerlinie nennen 
wir eine Centralaxe, oder Axe des Raumdinges. 

S. 2. Die Anzahl aller Axen in jedem Raumding ist gleich 

der Anzahl aller Durchmesser in einer Kugel. Sie soll durch 

» • » . ' ^ 

(zu lesen y, grossall ^') bezeic!:net werden. 

Die Anzahl aller Stellungen, welche ein Raumding 
bei der ganzen Umdrehung um irgend eine Centralaxe er- 
reicht^ ist so gross als die Anzahl -aZ/er Radien, die in einem 
Kreise möglich sind. Bezeichnen wir daher die Anzahl aller 
Durchmesser in einem Kreise mit dem Zeichen Q (zu lesen 
Jtldnall^^y so ist jene Anzahl = 23. 

Es ist dann auch die Anzahl aller denkbaren Stellungen, 
jedes gegebenen Raumdinges, bei un verrücktem Hittclpunct, 

= 2©,2Q=4.®.0. 

S. 3. Der Schwerpunct ist in jedem Raumding ein Punct 
der dnüg in seiner Art ist, denn kein Raumding hat zwei 
oder mehrere Schwerpuncte. 

Er kann nun aber zugleich auch der eiMtge Punct seyn, 
der in Beziehung zum Raumdinge einzig in seiner Art ist 
(dann müssen also alle andern Puncto zu Mehrheiten von 
Puncten gleicher Art in dem Raumdinge angeordnet seyn); er 
beisst dann absoluter Mittelpunct. Im regelmässigen 4flächner 
^im regelmässigen Tetraeder), in jedem Parallelepiped u. s. w. 
ist der Schwerpunct ein solcher absoluter Mittelpunct; in einer 
öseitigen Pyramide , in einem gewöhnlichen geraden Keget 
u. s. w. ist der Schwerpunct kein absoluter Mittelpunct. 



*) Wir erinnern liier daran , das« der Begriff Schwerpunct des Ranm- 
diiiges ein rein geometrischer ist. Dass er attch physicaliselie Wich- 
;^ . tigkisit hat, kommt hier nicht in Betracht 
r>*. 1 
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S* 4. Der absolute Mittelpunct halbirt entweder jede Cen- 
tralaxe und dann heisst er symetrUcher Mittelpunct, oder er 
halbirt nicht jede Centralaxe. 

S. 6. Man kann also folgende 3 Grade der Regelmds* 
sigkeit fitr den Schwerpunct unterscheiden; er ist: 

0) kein absoluter Mittelpunct . . • (mllter Orad, S = 0), 

1) absoluter Mittelpunct 

1.1) und nicht zugleich sy metri- 
scher Mittelpunct erster Grad^ S = l), 

1.2) und zugleich sy metrischer 

Mittelpunkt Qaeeiter Grad , S=2). 

S* 6. Zu jedem gegebenen Verein von n Puncten (und 
in ähnlicher Art zu jedem gegebenen Raumding) lässt sich 
in folgender Art sein- ihm ordnungsmässig parallel gestelltes 
Ebenbild construiren. 

Ziehe von dem gegebenen, oder erst zu bestimmenden, 
Schwerpunct des gegebenen Vereins Stralen nach allen solchen 
Puncten des Vereins, die nicht mit dem Schwerpunct zusammen-^ 
fiiUen. 

Ziehe, von einem beliebig angenommenen sonstigen 
Punct aus, Stralen, so dass jeder parallel und ton gleicher 
Richtung und gleicher Länge ist mit einem (ihm Mitsprechen« 
den) Strale im gegebenen Verein, so ist der Ausgangspunct 
dieser Stralen der Schwerpunct des darzustellenden Ebenbildes 
und die Gesammtheit der Endpuncte dieser Stralen bildet das * 
gesuchte Ebenbild. 

§. 7. Setzt man im §. 6 statt der Worte y,eon gleicher 
Richtung^ die Worte „©ö» entgegengesetzter Richtung^, so 
hat man auch statt des Wortes y, Ebenbild^ Überall das Wort 
^Gegenbild^ zu setzen. 

Awmeikung, Die bekannteste Zusammenstellangs weise eines Gegenkildct 
mit seinem Urkilde ist die, welche das in einem ebenen Spiegel 
sichtbare Spiegelbild eines Urbildes mit diesem seinem Urbilde 
darstellt. •&- Denht man sich das Spiegelbild , nachdem es ersengl 
ist» mit dem Spiegel fest Yerbunden nnd nicht weiter mehr ab- 
hängig Ton seinem unbewegt bleibenden Urbilde nnd man Ifissl 
dfip Spiegel, nebst dem dahinter befindlichen Spiegelbilde, am eine 



tur Spii*g;e)eliene scnkrcclile Axe, eine Imlbe Umdrebmig mnefien, 
so gelangt dieses Spiegelbild in eine solche Stellung, dass ß9 ein 
prdnungMinassig pnKiIlcl gestelltes Gcgeii^l»ild seines (in der ursprüng- 
lichen Stellung unbewegt gcbliebenrn) Urbildes ist. 

§. 8. Jede gerade Verbindungslinie irgend zweier Pimcte 
(Maasslinie) im Urbilde ist der ihr entsprechenden Verbiii^ 
dungslinie im ordnungsmässig parallel gestellten Ebenbild s(H 
wohl, als der ihr entsprechenden, im ordnungsmässig parallel 
gestellten Gegenbilde, parallel und an Länge gleich und hat mi( 
jener im Ebenbilde gleiche Richtung, mit jener im Gegenbilde 
aber entgegengesetzte Richtung. 

§. 9. Jedes Urbild lässt sich mit seinem Ebenbild in 
Coincidenz setzen, und zwar mit seinem ordnungsmässig po-i 
rallel gestellten Ebenbilde, selbst unter der Bedingung, dass 
weder Urbild noch Ebenbild eine drehende Bewegung erleiden 
darf; Urbild und ordnungsmässig ihm parallel gestelltes Eben-^ 
I)ild heissen daher identisch gestellt. 

S. 10. Wenn ein Gegenbild fähig ist mit seinem Urbilde 
in Coincidenz versetzt zu werden, also fähig ist in identische 
Stellung damit versetzt zu werden, so muss das Gegenbild fähig 
seyn, auch als ein Ebenbild des Urbildes betrachtet zu werden; 
denn nur wegen der Eigenschaft, Ebenbild des Urbildes zu 
seyn, hat es die Eigenschaft, mit dem Urbild in identische 
Stellung, mithin auch in Coincidenz versetzt werden zu können. 

§. 11. Ist die Anzahl aller solcher Stellungen des ge-^ 
gebenen Raumdinges , in denen eis fähig ist mit seinem unbe- 
wegtbleibenden Ebenbilde in Coincidenz zu gelangen, ohne 
selbst weitere Drehung zu erleiden, = x, und es ist möglich 
das gegebene Raumding auch mit seinem Gegenbilde in Coin-* 
cidenz zu setzen, so ist dies auf xfache Weise möglich, denn 
es ist dieses Gegenbild als Ebenbild seines Urbildes , der Vor- 
aussetzung gemäs, in x Stellungen in Coincidenz versetzbar. 

S. 12. Die Anzahl aller Stellungen, in denen ein beweg-* 
liches Raumding mit seinem unbewegtbleibenden Gegenbilde 
zur Coincidenz gelangen kann, ist also entweder =-0, oder 
sie ist gleich der Anzahl der Stellungen, in denen es mit 



meinem unbewegt bleibenden Ebenbilde in Coincidenz gelangen 
kann. 

S. 13. Wird ein Raumding K um irgend eine Centralaxe 
gedreht, so gelangt es mindestens nach der ganzen Umdrehung 
sicher wieder in ejne solche Stellung, bei der es fähig ist, 
ohne weitere Drehung zu erleiden , mit seinem unbewegt ge- 
bliebenen, ihm ordnungsmässig parallel gestellt gewesenen 
Ebenbilde K^ in Coincidenz versetzt zu werden, d. h. es er- 
langt eine der ursprünglichen Stellung ebenbildlich gleiche 
Stellung; auch sagen wir es sey dann K wieder mit K^ in 
identische Stellung gelangt. 

§. 14. Die kleinste von Null verschiedene (partielle oder 
totale) Umdrehung eines gegebenen Raumdinges um eine darin 
gegebene Centralaxe heisst, falls durch sie wieder eine der 
ursprünglichen Stellung ebenbildlich gleiche (identische) Stel- 
lung erreicht wird, die zur fraglichen Axe gehörige Revo- 
lution des Raumdinges. 

§. 15, Eine Axe, zu welcher die Revolution = J (Um- 
drehung) gehört, heisst eine 3gliederige Axe. — Eine Axe zu 

der die Revolution = — gehört , heist eine f gliederige Axe. — 

Eine Axe zu der die Revolution — gehört, heist eine 2Q 

gliederige Axe. 

S. 16. Eine Axe in einem gegebenen Raumding, zu 
welcher die kleinste Revolution gehört, die bei denr Raum- 
ding vorkommt, heisst eine Axe kleinster Revolution, oder 
eine höchsteielgliederige Axe in dem gegebenen Raumding. 

Ist die kleinste Revolution bei einem Raumdinge = { 
(Umdrehung), so ist jede Centralaxe igliederig^ und es ist 
dann jede Art von Centralaxen eine Art von höchstvielglie- 
derigen Axen in dem betreffenden Raumding. — Es steht dann 
nichts entgegen, eine dieser Arten bei einer beliebigen wis- 
senschaftlichen Untersuchung besonders zu berücksichtigen 
und als die (bei dieser Untersuchung) benutzte Art der höchst-' 
fMgliederigen Axen zu betrachten.' — Wir wählen zu unserem 
Zwecke in diesem Falle eine solche Axenart, welche keine 
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zwei Axen (sondern nur eine) enthält, und dabei, womöglich, 
eine solche, welche ungleichendig ist. 

Wenn die kleinste Revolution = \ (Umdrehung) ist, 
also die höchstvielgliederigen Axen 2gliederig sind, und es 
giebt mehrere Arten- 2gliederiger Axen in dem Raumding, 
so hat man eine derselben auszuwählen ^wmI als die benutzte 
Art der höchstvielgliederigen Axen zu betrachten. 

In allen anderen Fällen giebt es blos eine Art von hüchst- 
vielgliederigen Axen in dem gegebenen Raumding. 

In der Kugel endlich sind alle Centralaxen von einerlei 
Art (jede ist eine 20 gliederige Axe. Es ist daher in diesem 
Falle jede Axe eine höchstvielgliederige Axe. 

S. 17. Man bezeichne die zur benutzten höchstvielglie- 
derigen Axe A in einem gegebenen Raumdinge K gehörige 
(kleinste) Revolution im Allgemeinen mit D und den speciellen 

Werth derselben im Allgemeinen mit — , so dass die Gleichung 

D = -p- der allgemeine Ausdruck für eine Gleichung, wie D = j, 

oder D = i etc. ist. 

§. 18. Man bezeichne die in dem gegebenen Raumdinge 
vorhandene Anzahl der benutzten höchstvielgliederigen Axen 
im Allgemeinen mit Z^ = n, so dass dies die allgemeine Form 
ist für Gleichungen wie Z^=l; Z^ = 3; Z^ = 4; Z^ = 5; 

Za = ©- 

§. 19. Man stelle eine solche benutzte höchstvielglie- 
derige Axe in dem berücksichtigten oder gegebenen Raumding 
lothrecht, so dass das Raumding selbst eine Stellung erhält, 
in der diese Axe lothrecht ist. 

Man construire zu dem gegebenen , in solcher Weise ge- 
stellten Raumding K sein ordnungsmässig parallel gestelltes 
Ebenbild K^ und sein ordnungsmässig parallel gestelltes Gegen^ 
bild K , so dass also auchK^ das ordnungsmässig parallel ge- 
stellte Gegenbild von K, ist, während ebenso K, das ordnungs- 
ittässig parallel gestellte Gegenbild von K^ ist. 

Man construire zu der so gewonnenen Verbindung ans 
K^ und Ky ihr ordnungsmässig parallel gestelltes Ebenbild und 
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lasse dieses Um eine beliebige horizontale Axe eine halbe Um- 
drehung machen , so dass auf diese Art ein , avf den Kopf 
gestelltes Ebenbild K' und ein, auf den Kopf gestelltes Gegenr- 
bild K^ des gegebenen Raumdings K entsteht, die so verbunden 
sind, dass jedes der beiden Raumdinge K' und K^ ein ordr* 
nungsmässig parallel gestelltes Gegenbild des anderen ge- 
blieben ist. 

Man construire abermals ein ordnungsmässig parallel ge- 
stelltes Ebenbild der Verbindung aus K, und K und lasse dieses 
um eine verticale Axe eine halbe Umdrehung zurücklegen» 
so dass dadurch ein halb umgedrehtes Ebenbild ^K und ein 
halb umgedrehtes Gegenbild Ji von K entsteht und ^K und ^K 
in solcher Verbindung sind, dass jedes dieser beiden Raum- 
gcbllde ein ordnungsmässig parallel gestelltes Gegenbild deis 
anderen ist *). 

Man denke sich die drei Paare von Raumdingen K^ ,K^ 
und K'»K^ und ^K, K, der leichteren Auffassung wegen, von 
einander abgesondert, unbeweglich um das Urbild K herum- 
gestellt, während man K selbst als beweglich denkt **). 



*) Alna beachte, «lass das um die ▼crlicale Axe A ball» mn^drcbte 
OegenbiJd you K identisch gestellt Ut mit dem in einem horizon- 
talen ebenen Sfiiegcl sichtbaren Spicgelbilde von K, also (wenn das 
Spiegelbild unbewegt gedacht witd) fuliig ist, ohne Drehung xu 
eilcidett, mit diesem in Colncideiiz gesetzt zu werden. 

^*) Bfan denbe sich 5 zu einander seulsrcchte Coordinatenebenen , von 
denen die eine horizontal, und jede der anderen Yertical ist, so 
geolellt, dass 4. x östlich, ^ j nördlich und + z aufwftrts ge- 
richtet ist, so hat man 

I) einen oberen nordostlichen Raumoctanten 0X0 := -]- x - - y + z 

ONW=— x+y-f» 

OSW= — X — y+i 

oso=-4-x — y+* 
UiNo=4'^+y— » 
üiNw=— x+y— » 

LSW = — X — y — 1 
ÜSO= + X— y— 1 

Man stelle ' nun das gegebene Baumding R , oder statt seiner ein 
Ebenl 1 von ihm , in den Raumoctanten -|- X -|- y -|- z so auf, dass 
#eiiie böchstrielgliederige Axe lolhrecht steht, und sein Schwerpuftct 
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Man lasse iran das gegebene Raumcling K nm seine loth- 
rechte Axe A sich drehen und nach und nach eine ganze 
Umdrehung zurücklegen; man beobachte dabei 

I. jede erreichte solche Stellung von K^ in der dieses 
Raumding parallel gestellt ist mit K^ und K . 

Man untersuche, wenn eine solche Stellung von E erreicht 
ist, ob dabei K 

1) identisch gestellt ist mit K^ (also fähig ist, ohne wei- 
tere Drehung zu erleiden, mit K^ in Coincidenz gebracht 
zu werden), ferner ob es 

2) identisch gestellt ist mit K (also fähig ist, ohne wei- 
tere Drehung zu erleiden, mit K in Coincidenz ver- 
setzt zu werden). 

Man findet so 

a] die Anzahl der, bei einer ganzen Umdrehung um A 
erreichbaren, Stellungen des Raumdinges E, in denen 
es parallel gestellt mit E^ und E und identisch gestellt 

ist mit E^ ; sie heisse Z|,^ s=: E = -jr-, und 

b] die Anzahl der, bei der ganzen Umdrehung um A er- 
reichbaren, Stellungen von E, in denen dieses Raumding 
parallel gestellt mit E^ und K^ und identisch gestellt 
ist mit E^; sie heisse Zj,y = z^^. 



in dem RanmoetanCen *4~ ^ *|~y *|~ z uXbttf und nicLl in d^fen 
Grenzen liegt 

Man constroire in jedem der 7 übrigen Raumoctanten die ihnen (alfo 
den betreffenden Vorzeichen der Axen x, y, z) entsprechenden Copien 
des in -^ X *4~ y *^ ' befindlichen Ranmdinget, 

so ist die Verbindung aus den Raumdingen , deren 1 4braoob^ar •!• die 

Scbwerpunct liegt in | Verbindung an« 

ONOundüSWd.h.in+x+y4-zund-.x— y— zl K, undK 
(}li|OandOSWd.b.in 4-2+7 — Bund.— z — y 4-2^ R und Rv ^-* 

vnd jede der beiden Verbindungen aus den Raum>] braaciibar «]> dl« £ / iL 
dingen, deren Scbwerpunct liegt in | Verbindf^ng m« C 

UNWnndOSOd.b.in — x^-y — zund^-z— y4-z) «f , i^y 
üSOwMiONWd.h.in+z-y— »und-x+y+»> *^ «»* *^ 
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' Man beobachte dabei ferner 

0. jede erreichte solche SteUiing Ton K, in welcher dteses 
Ranmding parallel gestellt ist mit K' und K^ und ermittele in 
iduilicher Weise 

a] die Anuihl der bei einer ganzen Umdrehung um A 
erreichbaren Stellungen des Raumdinges K, in denen 
es parallel ist mit K' und K^ und identisch gestellt mit 
seinem, auf dem Kopfe stehenden Ebenbilde K'; sie 
heisse Z*" = z""; 

b] die Anzahl der bei einer ganzen Umdrehung um die 
Axe A erreichbaren Stellungen von K, in denen dieses 
Raumding parallel gestellt ist mit K' und K^ und iden- 
tisch gestellt, ist mit seinem auf dem Kopfe stehenden 
Gegenbilde K^; sie heisse Z^* ^ = z'* ^. 

Man beobachte aber weiter 
III. ob K, ohne Drehung »u erleiden, parallel gestellt ist 
mit K und ^K oder nicht, und wenn ja, 

1) ob K identisch gestellt ist mit seinem um A halb um- 
gedrehten Gegenbilde K, 

2) ob K identfsch gestellt ist mit seinem^ um A halb um- 
gedrehten Ebenbilde ^K. 

Man ermittele so 

a] die Anzahl j Z=|, z der ursprünglich vorhandenen 
solchen Stellungen, bei denen das Raumding K parallel 
gestellt ist mit K und! ^K und identisch gestellt ist 

* mit seinem um A halb umgedrehten Gegenbilde K; 

b] die i4it»aA/ jj^ = ii^z der ursprünglich vorhandenen 
solchen Stellungen , bei denen das Raumding K parallel 
gestellt ist mit K und ^K und identisch gestellt ist 
mit seinem um A halb umgedrehten Ebenbilde ^K. 

Die Zahl i^^Z giebt die Antwort auf die Frage, welche in 
gewöhnlicher Redeweise ausgedrückt, die Form hat: »Ist K 
nUt yK in identischer Stellung oder nicht? ^ die Angabe 
^yZaEl heisstjal und ^yZ = heisst «et»! 

' Ue Zahl ^JL giebt ebenso die Anwort auf die Frage: 
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^^Isl K in identischer Stellang mit ^K öder nicht ?^ die Angabe 
lj,Z = l heisst/t»/ und 1j,Z = heisst nein! — 

Es lässt sich nun über die Zahlen Z|,,=:E,Z,^y,Z^' jZ''^ 
:ttnd ^ Z und ],^ Folgendes sagen *). 

S. 20. Ist Z,^^ = 1 so heisst die Axe A zweckmässig 

eine igliederige Axe. 

Ist Z|,, =2, so heisst dieselbe eine 2gliederig^. 

Ist Z|^, = p, so heist sie eine ]f gliederige. 

Ist Z|,, = B, so heisst sie eine Egliederige Axe, 

Man kann dies formelmässig ausdrücken dadurch, das^ 

man dem Zeichen A (oder seinem Stellvertreter) rechts oben 



*) Man sieht leicht ein, dass es uns überhaupt um die Gesetze der 
Stellung von K zu thun ist, in denen K mit K^ und Ky paraUcl 
und mit einem Ton heiden, oder mit beiden identisch gesteUt ist, 
und dass wir nur der bequemen Redeweise wegen, in den Ffillen II 
und Ili, nicht K allein haben Stellungsveränderungcn erleiden lassen, 
sondern zuerst K^ und Ky in die bctreficnden anderen Stellungen 

K' und R)'» beziehungsweise «K und yK. gebracht haben. 

Man beachte übrigens, dass (da bier die Richtung der Drehung 
frei steht) die halbe Umdrehung ?on K um die lothrechte Axe A das 
Maximwn der Drehung ist , das höchstens angewendet werden mnstf, 
am irgend eine durch solche Drehung erreichbare Stellung zu erreichen. 

Da nun — • •--- Umdrehung um die Egliederige Axe A dem (ersfen) 

% Mi* 

Maximum der Stellungsveränderung entspricht, die durch solche 

Umdrehung erreicht werden kann, wälireud bei---- Drehung wieder 

das Minimum der Stellungsvcrnnderung , nnnillch eine der urspjrung« 
liehen Stellung identische Stellung eintrilt, so dass überhaupt 

■■ I. -^ Umdrehung zu einem erreichten Maximum von Stel- 

lttngs5nderung und -— - . -^ Umdrehung zu einem Minimum Ton 

erreichter StellungsSnderung fuhrt , so ist ersichtlich , dass das Maxi- 
mum der Drehung (die halbe Umdrehung von K) nothwendig ent- 
weder ein Maximum oder ein Minimum der Stellungsllnderwig TOtt 
K herbeifuhrt. 

Man sieht also leicht ein, yreshalb wir (statt das Raumding R 
halb umzudrehen) die "halb umgedrehten Raumdinge ^K und yR und 
ebenso die um eine horizontale Axe halb umgedrehten Raumdinge 
K* und KV in Bctradit ziehen. 
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den Baupiexp&nenieH B Coder dessen Werth) anfttgt, z. B. 
A" = E gliederige; A^ = 3gliederige Axe A. 

$. 21. Die Zahl Z|,^ hat entweder 
den Werth Zj,y = Z^^, also Z,j =E, und dann heisst die 
Axe A eine gegenbildUch gleichendige; 

oder den Werth Z|^ := und dann ist die Axe A nicht 
gegenbUdlich gleichendig. 

S. 22. Die Zahl Z^' hat entweder 
den Werth Z " =: Z|,^ :=: E und dann heisst die Axe A eine 
ebenbildlich gleichendige (ebenbildlich 2endige) Axe; oder 

den Werth Z''' = und dann ist die Axe A nicht eben- 
bildlich gleichendig. 

8. 23. Die Zahl Z^^ hat entweder 
den Werth Z'^ = Zj^^ =E und dann nenne ich die Axe 
A eine Sfacll E gliederige; oder 

den Werth Z ^ = und dann heisst die Axe A , wenn 
sie Egliedrig ist, eine Ifacll E gliederige. 
Man kann auch sagen: 
Ist Zh, ^-Z'^y =E+ E = 2.E so ist die Axe eine ISfach 
E gliederige , 

ist dagegen Z,,, + Z^*y = E + 0=l.E so ist die Axe A 
eine Ifacll E gliederige. 

Man hann diesen Unterschied andeuten, dadurch dass man 
in dem Zeichen A^ , vor den Hauptexponenten E , den Hülfg- 
exponenten e (der := 2 oder = 1 ist) und zwischen die beiden 
Factoren e und E das punctförmige (nicht wegzulassende) Multi- 

e.E 2.3 

plicationszeichen setzt, z. B. A = A , d. h. die Axe von 

e.E 1.5 

der die Rede ist, ist 2fach Sgliederig; A = A die Axe 
A ist ifach 5gliederig. 

S. 24. Man beachte, dass Zj,^ und Z^^ von den vier 
Zahlen Zt,,Z,,y, z'", z''^ die beiden äussern sind. Für die 
beiden mittleren hat man folgende Sätze , welche aus Verbin- 
dung dessen, was in den §§. 21 und 22 gesagt ist, entstehen. 
1) Ist Z,^y + Z'*' = E + E = 2.E so ist die Axe A eine 
ebenbildlich und gegenbildUeh gleichendige (sowohl 



ebenbildlich gleichendig, dls auch gfegenbildlich gfeich- 
endig); A = y + £ = « + y = ;if3 

2) Ist Z. ^ 4- z'** = + E so ist die Axe A blos eben^ 
bildlich gleichendig; A=e + Oy = x^ 

3) Ist Z,,y + Z''* = E + so ist die Axe A blos gegenr^ 
bildlich gleichendig; A = y + Ofi = Os + y =z Zg. 

*) fet Z. ^ 4- Z"" = + = so ist die Axe A eine 
ungleichendige Axe; A=.u = ;jf0^ 

Man hat also 4 Gleichartigkeitsstufen der Enden bei Axen 
zu unterscheiden, die wir in folgender Art bezeichnen können : 

Ote Stufe A = 5 + y oder kttrzer A =;^q oder A =r ü 

1 A Ari^l-*! A /v \ <l»csc 5 Stufen siud 

*» » A — Uff-^ ly ^ ^ A — ;C|icijrciitIichei;ielch- 

o A— I^-Lav A-^y> ««•*'g*««'t"^»»fi^» • 

-*» » -^ — **"rü7 » » ''^ — /v^r was angedeutet 

A A -. ■ 1 . 1 werden kann durch 

3^ « A==U+ly „ ^ A.=Z5l A=Ou=;r. 

Die sämmtlichen 4 Stufen sind unter der gemeinschaft- 
lichen Form 

A = ^'€ + xl^.y 

enthalten, in welcher jede der beiden Zahlen ^ und y^ nur 
die Werthe oder 1 haben kann. 

Die Form (^f + ly) (gegenbildlich gleichendig) um- 
Tasst die Fälle (0^ + ly) (blos gegenbildlich gleichendig) 
und (1^ + 1 )0 (ebenbildlich und gegenbildlich gleichendig). 

Die Form (\s + i/?y) (ebenbildlich gleichendig) umfasst 
die Fälle (is + Oy) (blos ebenbildlich gleichendig) und 
(\c 4* ly) (ebenbüdlich und gegenbildlich gleichendig'). 

Die Form (0« + ^0 (nicht ebenbildlich gleichendig) um- 
fesst die Fälle (Os + Oy) (ungleichendig) uiid (Ofi + 1 y) 
(blos gegenbildlich gleichendig). 

Die Form (^^ + y O^tcA/ gegenbildlich gleichendig) um- 
fasst die Fälle (Ofi + Oy) (ungleichemüg) und (l£ + Oy) 
(blos d^enbildUch gleichendig). 
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Ist beim Gegebenseyn von E in der allgemeinen Form 
A = ^^ + 'Py jede der zwei Zahlen $ und V bekannt , so 
ist auch von den zwei Zahlen Zj, und Z die eine sowohl 

als die andere bekannt; ist neben E blos ^ bekannt j so . ist 
Z^* bekannt, ist neben E blos xp bekannt, so ist auch Z^ 

bekannt. 

S. 25. Man hat aber ausserdem noch folgende Schlüsse: 

1) IS* Zfc +Z^**=E+EjIstA=l*+ly=;;r3lnie ebcnlnldlicU und 

«o ist •ucbZ|^^-{-'Z '=E"4-E) 80 Ist e = 2 (digc E gliederige Axc 

.^o V \ Äst 9fach E gliederig 

«].o e =2 / } :=: X^* 

2) Ist Z. 4-Z^'=0+E]lstA=l*+0r=zjDic Mos cbenbildKcli 

.7 I 7'«y I7inf 1 (gleicliendige Eglicde- 

•o »i Äji^+Z. ^:=^h'Y\3\ 80 ist e=i /rigc Axc ist i/acA E- 

_1 E k / i . . '"^ *•'' 

ti»o e =1 / b 6 » 

8) Ist Zu +Z^'=E+0\IstA=0*+ly=;rJDie blos gegenWIdlicIi 

y . i l gleichendige Egliede- 

wi.iaacbZj,,+Z^^=E4-0( so ist = 1 /rige Axc ist ifaeh E- 

(oicM =0+E) L^^„.^ J'x^ 

Es i«t also e =1 ' 

4) Ist Zi,y+Z^'=(H-0)IslA=0*+Oy=ro und c« igt e=4, so 

' 1 I ist die E gliederige Axe 

nnd Zi, .+Z^=E-I-E \ unglcicliendig »fach E- 

rt p, l 2.K 2.lfi 

— '^ • '^ \ gliederig z= ;ro = « 

»o y»t e =2 / 

5) Ist Z^^+z'"=^0+ONTfstA=/+Cr=.« -»"i -4;t«=^,- 

=1.E C =;t^o=" 

so ist =1 / 

6) Die ebenbildlich gleichendige Axe (1^ + V^) kann seyn 
Ifach E gliederig (le + Oy) oder 2fach E gliederig 

(1^ + ly). 

7) Die gegenbildlich gleichendige Axe C^-^ + ly) kann 
seyn Ifach E gliederig (Oe + ly) oder 2fach E gliederig 
(U+ly). 
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8) Die uBgleichendlgfe Axe COe+Oyy tanil Heyn l&ch Eglie- 
derigr (bei Z,,, + Z^y=;E-tO) oder 2fach Egliederig 

Cbei Z,,, + z''y = E + E = 2E). 

S. 26. Was die Zahl ^ Z z=i ^ z betrifft, so hat man, 

L wie schon erwähnt , folgende zwei Fälle zu unterscheiden : 

1) Ist t.„Z = 1, so ist die Axe A in dem Raumding K 

eine gegenbildlich glekhendige Axe (A = g*£4' l.y') 
von solcher Lage , dass auch jede andere ihr parallele 
gerade Linie in dem Raumding eine Cg^g^^bildlich) 
gleichendige Linie ist *). Ich n^nne eine solche Axe, 
aus einem Grunde, der hier nicht erwähnt zu werden 
braucht , eine gleickstellig 2endige Axe , und bezeichne 
sie durch A:= i.€ -^ l,\fG oder , mit Weglassung 
der Angabe i^s, durch A = y^ 6 oder kürzer durch 
A = G. 

2) Ist I, Z = , so ist die Axe A eine nicht gleichstellig 
2endige; es ist nicht jede ihr parallele gerade Linie in 
dem Raumding K von gleichendiger Beschaffenheit. 

Ist die nicht gleichstelUg 2endige Axe doch gegen- 
bildlich gleichendig (1^ • ^ + 1 • y) > so nenne ich sie 
eine gerenstellig 2endige Axe und bezeichne sie durch 
A = ^^ + l)Sg oder A = y,g oder kürzer durch 

A = g. N^ 

IL Man hat sonach zu unterscheiden ^ _ 

die gleichstellig 26ndige 2fach E gliederige Axe 6 
wo A = lfi+ ly,G, und 



*) Man wird die Richtigiceit dieser BeLanptang leicht eiasehen, wenn 
man beachtet, dass bei ]^JL "^ I das Raumding K mit seinem, in 
einem ebenen horizontalen Spiegel sichtbaren Spiegelbilde in identi- 
tischer Stellung ist , also ohne Drehung zu erleiden damit in Goin- 
cidenz gesetzt werden kann (wenn das Spiegelbild als unbeweglich 
gedacht wird) ; demi dieses Spiegelbild ist identisch und auch iden- 
tisch gesteUt mit yK. 



r 
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1 .E 

die gleichsieOig 2endige Ifach Egiiederige Axe G 
wo A = 0€ + ly,Q ist. 

IIL Eben so hat man ^ ^ 

die gerenstellig 2endige 2fach Egliederige Axe g 
wo A = 1^ + ly,g, und j^ 

die gerenstellig 2endig Ifach Egliederige Axe g 
wo A=:0£ + ly,g ist. 

IV. Bei ^G ist Z^,, + Z"»^ = E + E = 2.E 

und Z,,y + Z"*' = E + E = 2,E und ,,yZ = l, 

Bei G ist Zfc, + z'y = E4-0 = l.E 

und Z,,y + Z'»' = E + und i.yZ=l. 

Bei V ist Z,,, + Z'*y = E + E = 2.E 

und Z,,y + Z'^' = E + E = 2.E und i.yZ=0, 

Bei 'g" ist Zt, + Z^*'' = E + = 1-E 

und Z,.y + Z''* = E 4- und j^^Z = 0. 

V. Die in IV angegebenen Sätze lassen sich umkehren. 

VI. Aus 1 und 2 folgt, dass jede gegenbildlich gleichendige 
Axe (A = l^.f 4- l«y) stets entweder eine gleich-- 
stellig 2endige (A = #f + ly, G = G) oder eine 
gerenstellig 2endige (A = ^f + ly, g = g) seyn 
müsse. 
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S» 28. Bei der Zahlv ,^^Z = |,^z hat man gleichfalls zwei 
Fälle zu unterscheiden: 

1) jj^Z = 1; dann ist E notWendig eine gerade Zahl, 

und jede zu A senkrechte Linie in K ist 
. . (ebenbidlich) gleichendig; und umgekehrt, 

. . wenn E gerad, so ist |,,Z = 1. 
^) 1,^ = 0; dann ist E eine ungerade Zahl, und es ist 

nicht jede zu A senkrechte Linie in K eine 
gleichendige; und umgekehrt , wennEun-r 
gerad, so ist j^^Z = 0. 

§. 29. Eine Folge des im vorigen § Ausgesprochenen ist 
es, dass 

bei geradem Werthe E und gleichstellig 2endiger E gliede- 
riger Axe der Schwerpunct jede Centralaxe des Raum- 
dinges halbirt, mithin vom 2ten Grade der Regelmäs- 
sigkeit ist, 

bei ungeradem Werthe E und gleichstellig 2endiger E glie- 
deriger Axe der Schwerpunct nicht jede Centralaxe 
des Raumdinges halbirt, 

bei geradem Werthe E und gerenstellig 2endiger E gliede- 
riger Axe der Schwerpunct nicht jede Centralaxe in K 
halbirt , 

bei ungeradem Werthe E und gerenstellig 2endiger E glie- 
deriger Axe der Schwerpunct jede Centralaxe halbirt, 
mithin vom 2ten Grade der Regelmässigkeit ist. 

Ist umgekehrt der Schwerpunct vom 2ten Grade der Re- 
gelmässigkeit (S = 2) , so ist die höchstvielgliederige Axe A 
entweder gleichstellig 2endig (l^^ + l)S G) oder geren- 
stellig 2endig (^^ + y^ g), und zwar bei geradem Haupt- 
exponenten E gleichstellig, bei ungeradem Hauptexponenten E 
aber gerenstellig 2endig. 

S. 30. Das in den §§. 19 — 29 von einer höchstviel- 
gliederigen Axe A Gesagte gilt auch für jede andere Axe 
d^s Raumdinges K, wenn die dazu gehörige Revolution 

durch -g- ausgedrückt wird. 
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$.31. Hat irgend ein Raumding K mindestens eine CeiH 
tralaxe , welche gleichstellig 2endig ist und einen geraden 
Hauptexponenten hat, oder gerenstellig 2endig ist und einen 
ungeraden Haupt exponenten hat, so hat K auch einen Schwer-^ 
punct vom 2ten Grade der Regelmässigkeit (einen symelrischen 
Mittelpunct). 

Die Umkehrung dieses Satzes ist in §. 29 gegeben. 

$. 32. Hat irgend ein Raumding K mindestens eine Cen- 
tralaxe, welche gleichendig ist und einen Hauptexponenten 
hat , der grösser als 1 ist , und besitzt es dabei keine Central- 
axe, welche gerenstellig 2endig Ifach Igliederig ist (ver- 
gleiche §. 31), so ist sein Schwerpunct vom Iten Grade der 
Reg«lmässigkeit ; er ist absoluter Mittelpuiict , aber nicht 
symetrischer Mittelpunct. 

$. 33. Hat ein Raumding K keihe Centralaxe, die gleich- 
endig ist und zugleich einen Hauptexponenten hat, der grösser 

als 1 ist, und auch keine Centralaxe, welche g ist, so ist 
der Schwerpunct vom Oten Grad der Regelmässigkeit; er ist 
kein absoluter Mittelpunct. 

Ist der Schwerpunct kein absoluter Mittelpunct, so hat das 
Raumding keine Centralaxe, die zugleich 1) gleichendig ist und 
dabei 2) einen Hauptexponenten hat, der grösser als 1 ist, und ^ 

auch keine Centralaxe, welche g ist. 

§. 34. Betrachten wir aber jetzt wieder die Axen A als 
höchstvielgliederige Axen und beachten wir die Gesetze für 
die Anzahl Z ^ der höchstvielgliederigen Axen und für die 
Grösse ihres Hauptexponenten E, so ergiebt sich Folgendes: 

Es ist aus den Eigenschaften der 5 regelmässigen Polyeder 
leicht nachzuweisen *),.dass wenn Za > 1 ist (wo wir das 
Raumding K ein solches ohne Hauptaxe, ein havptaxenlosei 

"^y Vergleiche den Artikel Rryslallonefrie in dem (>eiiler*8eken physi« 
caliscben Wörlerbuche von Draudes, Gmelin, Homer, Manke und 
Pfaff. Band Y. 2. Seite II 15 — 1145 und noch besser den, durch 
Angal>e der Tielen Druckfehler, Vorrede und InhaltsTerzeichniss, 
vervollständigten Abdruck dieses Artikels »Krystallometrle von 
Ilessel. Leipsig.ll^i.. Seite 91 — Hl. 

2 
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Bmimdiäg neimeti , wSlirend es bei Z^ ^ 1 ein solches mit 
BMpku^e beissl) — der Werth von Zx nur eiKtweder = 4 
pder :is 3 oder =£ 6 oder = seyn ksmn, je nachdem 
£ ;= 3 oder 4 oder 5 oder 2 3 ist, und dass ausser diesen 
Werthen von E (bei Zx > 1) andere nicht existiren. 

Der Beweis dieses Satzes stützt sich im Wesentlichen dar- 
auf, dass bei hauptaxenlosen Raumding-en die höchsvielglie- 
derigen Axen, nach Lage und Zahl und Hauptexponenten E 
übereinstimmen, entweder 

1) mit den Sgliederigen Axen des Tetraeders (wo E = 3 

und Z^ = n = 4) oder 
Ä) imt den 4gliederigen Axen des Odjaeders (wo E = 4 

und n 3= 3) oder 
8) mit den ögliederigen Axen des Icosaeders (wo E s= 5 
und n = 6) oder 
^ 4)^mi^^^n. Cejitralaxen (Durchmessern) einar Kugel, wo 
' E:=- 20 und n = © ist. 

Am angeführten Orte 'wird ferner nachgewiesen , dass für 
2^^ ^ 1 die höchstvielgliederigen Axen nur seyn können 

4.5 3.3 1.5 

1) bei E = 3 : entweder u, oder ü, oder g, 

1.4 2.4 

2) bei E = 4 : entweder f, oder G, 

1.5 2.5 

3) bei E £= 5 : entweder e, oder g, 

4) bei E = 2Q:nur G. 

Es folgt daraus , dass alle Raumdinge , nach ihren höchst- 
vielgliederigen Axen bezeichnet , nur eine der folgenden Be- 
schaffenheiten haben können: 
I. für Za == n = 1 : 

1^1 tiJ;Ll uJ;Ll gj, wennErrI; 

[.';],tv]|.V]|.o']|.v]|.v]|.v}. 

wenn E=p imdE>-l und endlich; 

1 « J [l G J; 

. wtfui£=2SI; 
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IL für Z^ = ii>l: 



[i.sn r 4.5"| r i.si 
4 u J ;\_i u J ; ^4 g J wenn E = 3; 

L3 « J ; [3 G J . wenn E = 4j 

[i.8i r i.s] 
6«J;L6gJ wenn E = 5; 

© G J wenn E = 29- 

Alle diese Beschaffenheiten sind enthalten anter der ire- 

[_ Et 
jj ^ I , in welcher wir nennen : ^ 

n die Anzahl der|höchvielgliederigen Axen (Z^ = n) , ^ 

A die Polaritätsart der höchstvielgliederigen Axe (u, f ,g,G)*), 

E den Hauptexponenten dieser Axe CZii^ = E), , ^ 

e die Hülfsexponenten derselben ( Z^y s s oy. Q^L *4"J» fV € 'A ) 

Man beachte hierbei, dass jedes der Zeichen Ln A J, in 
welchem n = 1 und E = p ist , so viele Fälle vorstellt , als 
g-anze Zahlen denkbar sind, die >* 1 und endlich sind. Ist 
in solchen Fällen E eine bekannte Zahl p, so ist natürlich 
auch bekannt, ob sie gerad oder ungerad ist. Es ist also auch 

bei diesen (mithin m allen Fällen) aus dem Zeichen [n A J^ in 
welchem alle 4 Stücke n, A, e, E gegeben sind, ersichtlich, 
welchen Regelmässigkeitsgrad der Schwerpunct des Raum« 
dinges K hat. 

§. 35. Wir nennen die Gesammtheit der Raumdinge 

l^n A J , die mit einander übereinstimmen , bezüglich auf die 
bestimmte Polaritätsart A (u, f, g, G) und auf die bestimm- 
ten Werthe der Zahlen E und e und n eine Familie eon 
Raiumdingen, eine Gestaltenfamilie *^^. 

*) AusfuUiliclicr : (C* + Cy) ; (I« + Oy) ; (f « + */ » g) 5 (f « + */ . G). 

*^) Vergleiclie die Inauguraldisserttttion Yon Hcmpfiog, „Tabellea sam 

Auffinden der verschiedenen Classificationsstufen, in urelebe eine 

beliebige Gestalt in dem von etc. Hessel anfgeslellten System der 

sämmtlicbcn denkbaren Gestalten gehört» Marburg 18t(L^* 

%* 
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Kürzer sagt man: Eine Familie von Raumdingen ist die 
Gesammtheit aller denkbaren Raumdinge, welche bezüglich 

/e.E\ 

auf den Character \AJ und die Anzahl Cn) ihrer benutzten 
höchstvielgliederigen Axen tibereinstimmen. 

Man kann also auch sagen: die Gesammtheit der Raum- 
dinge , welche mit einander tibereinstimmen , bezüglich auf 
die Werthe der 5 Zahlen 

n=Z^; Z^, = E, Z,,y = z,,y, Z' = z*', i»yZ=tyZ 
bildet eine Familie von Raumdingen *). 

§, 87. Man kann einen bestimmten Ausdruck L'^ A | 
leicht in Worte übersetzen, 

r ^n 

z. B. L4 u J Raumding mit 4 ungleichendigen, 2fach 3glie- 

derigen Bezeichnungsaxen; 

r *-n 

L6 € J Raumding (aus der Familie) mit 6 ebenbild- 
lich 2endigen, Ifach ögliederigen Bezeich- 
nungsaxen; 

r ^^1 

Li 6 J Raumding (aus der Familie) mit Igleichstellig 
2endigen, 2fach 4gliederiger Bezeichnungs- 
axe = R. mit gleichstellig 2endiger, 2fach 
4gliederiger Hauptaxe; 

u. s. w. 

§. 87. Ist die benutzte höchstvielgliederige Axenart A 
eine E gliederige und ist die Anzahl der Axen dieser Art in 
dem gegebenen Raumding Z^ = n , und es ist eine solche Axe 

/I.E 2,E 2 E\ 

1) ebenbildlcih gleichendig y € oder g oder G y, also 
= (l€ + V^O 5 so giebt es in dem Raumdinge 2 . n 
Stralen, welche von ebenbildlich gleicher Art und E glie- 
derig sind und in Axen der betreffenden Axenart liegen. 
Da nun jeder dieser 2.n Stralen lothrecht aufwärts 



''')^ Die Zahl ]|fZ ^: ]^g% bleibt dabei nicbt miberttcbsichf igt , indem 
f ie schon durch die gerade oder ungerade Beschaffenheit, des Wer- 
thcs der Zahl Z]|, zu £ mit berocksichtigt ist. 
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gerichtet werden kann , so dass das Ranmding selbst 
eine dieser Richtung entsprechende Stellung annimmt, 
und man diese Stellung des Raumdinges K so wählen 
kann, dass sie mit der Stellung des ihr entsprechend 
gestellten unbewegt bleibenden Ebenbildes K^ identisch 
ist; da man femer, dem Begriffe der E gliederigen 
Axe gemäss, bei der dann bewirkten Drehung des 
Raumdinges K um die lothrechte Axe, während der 
ganzen Umdrehung, E Stellungen erreicht, die der Stel« 
lung des unbewegt gebliebenen Ebenbildes K^ identisch 
sind, so folgt, dass für das gegebene Raumding, 
welches n ebenbildlich gleichendige E gliederige Axen 
A darbietet, auch 3.n.E Stellungen möglich seyn- 
müssen , in deren jeder es mit dem unbewegt bleiben- 
den Ebenbilde K^ identisch gestellt, also föhig ist, ohne 
Drehung zu erleiden, mit K^ in Coincidenz gebracht zu 
werden. — Es giebt also dann für das Raumding 2 . n . E 
Stellungen von jeder bestimmten Art *). — Ist dagegen 
eine solche benutzte höchvielgliederige Axe 

/ l.B 

2) nicht ebenbildlich gleichendig \isi sie also u oder 

3.E I.E I.E\ 

u oder g oder G y, also = (Oe + W), so hat 
man in dem Raumding K nur 1 .n = n Straten, welche 
von ebenbildlich gleicher Art sind und in den betref- 
fenden E gliederigen Axen liegen, und es giebt dann 
also auch nur l.n.E Stellungen fär das Raumding, in 
denen es mit seinem unbewegt bleibenden Ebenbilde 
K^"" identisch gestellt ist, mithin nur l.n.E Stellungen 
von jeder bestimmten Art, 

S. 88. Bezeichnen wir also die Anzahl der Stellungen 
fiir das Raumding K, in denen es mit seinem unbewegt blei- 
benden Ebenbilde K^ identisch {jbIso der Coincidenz föhig) 



*) Wir erinnern daran, dass ^Ir Mos der bequemen Bedeweise mgt^ 
das Raumding mit einer der höclistYielgliederigeii Axen A haben 
Ufthrtehi steUen lassen. 
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gestellt ist, im Allgfemeinen mit Z, = 2^9 so ist im Falle 1 des 
YOrigen §, stets: Z^ =2.n.E, im Falle 2 aber; Z, = 1 .n.E. 

Ist umgekehrt Z^ = 2.n.E5 so ist die E gliederige höchst- 

/I.E 
vielgliederige Axe A stets ebenbildlich gleichendig^ € oder 

*-Eoder2.E\ 
g G j, und ist Z^ = 1 .n.E, so ist diese Axenart A 

/ I.E «.E I.E 

Siels nicht ebenbildlich gleichendig \^aIso u oder u oder f 

I.E\ 

oder G j. 

§. 39. Bezeichnen wir ferner die Anzahl der Stellungen 
für das gegebene Raumding K, in denen es mit seinem un- 
bewegt bleibenden Gegenbilde Ky identisch (also der Coinci- 
denz fdhig) gestellt ist , im Allgemeinen mit Z = z , so 
ist nach $. 12 , wenn in. K die Zahl der höchstvielgliederigen 
Axen (der benutzen Art) = n ist und die höchstvielgliederi- 
gen Axen E gliederig sind, der Werth von Z entweder 
Zy = oder Z^ = l.n.E oder Z^ = 2. n.E. 

Dabei ist insbesondere Z — 0, wenn die höchstviel- 

I.E I.E 

gliederigen Axen u oder € sind; es ist Z == 1 .n.E, wenn 

9.E I.E I.E 

die höchstvielgliederigen Axen u oder g oder G sind, und 
es ist Z = 2. n.E, wenn die höchstvielgliederigen Axen 

S.E S.E 

von der Beschaffenheit g oder G sind. Es ist leicht einzu- 
sehen, dass diese Sätze auch umgekehrt gelten. 

§. 40. Ist daher in einem Raumding K gegeben E und n 
und Z^ und Z und man kennt ausserdem noch den Regel- 
mässigkeitsgrad S des Schwerpunctes , so lässt sich die Pola- 
ritätsart der höchstvielgliederigen Axen bestimmen, denn es 

I.E IE 

unterscheiden sich u und ^ durch S = und S = I ; und 

S.E I.E I.E 

es unterscheiden sich u, g, G, wenn E ungerad ist, durch 
ß =r 0, S = 2, S = 1 und wenn E gerad ist durch S = 0, 

fi.E 2.E 

S := I, S = 2; und man hat ebenso für g und G, bei 



img^eradem B, den Unterschied S = 3 und S = I, und bet 
geradem* E, den Unterschied S = 1 und S = 2. 

§. 41. Da aus der Gleichung D = — sofort der Werth 

von E gefunden werden kann, so kann man, statt wie bis- 
her, den Hauptexponenten E der höchstvielgliederigen Axe 
als gegeben zu betrachten, auch die Grösse der kleinsten, 
von Null verschiedenen Drehung D , durch welche das Raum- 
ding K wieder in identische Stellung mit seinem unbewegt 
gebliebenen, ihm parallel und identisch gestellt gewesenen 
Ebenbilde gelangen kann (wir haben sie oben die kleinste 
Revolution des Raumdinges genannt), als gegebenes Stück 
einführen. 



§. 42. Bezeichnen wir die keinste Anzahl von Central- 
äxen einer Art in dem gegebenen Raumding *) mit Z^^. = Z 
und beachten wir , dass , wenn für Z^ = n der Wertß n = 1 
oder 6 oder ist, auch für Z,„j = Z der Werth Z = 1 
oder 6 oder ist, und umgekehrt; und dass, wenn n = 3 
oder n = 4 ist, auch Z = 3 ist, und dass, wenn umge- 
kehrt Z = 3 und D = J ist, auch n = 4 ist, und wenn 
Z = 3 und D = J ist, auch n = 3 ist (was aus der spe- 
ciellen Beschreibung der sämmtlichen denkbaren Axensy- 
steme ohne Hauptaxe [Krystallometrie Seite 119] unmittelbar 
ersichtlich ist), so sieht man leicht, dass D und Z für E 
und n als gegebene Bestimmungsstücke eingeführt werden 
können, und dass man demgemäss aus den Bestimmungs- 
stücken Z, D, Zf, Zy, S ermitteln könne: die Werthe der 
Zahlen n , E , e und die PolaritätsbeschafTenheit A der höchst- 
vielgliederigen Axen, also die specielle Bedeutung des Zei- 

r c.E-i 
chens 1 n A J für das gegebene Raumding, dass man also 

jede der denkbaren Familien von Raumdingen auch durch, 
folgende 5 Merkmale erkennen und bezeichnen kann : }) durch 
den Regelmässigkeitsgrad S ihres Schwerpunctes , 2) durch 



*) Oder wfts dasseUie ist, die kleinste Anzalil Ton CeätralebeaeQ 
(SchwerebencD) ciaer Art iu demselben. 
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die Anzahl Z^ der Stellungen, in denen es mit seinem unbe- 
wegt bleibenden Ebenbilde identisch gestellt ist, 3) durch 
die Anzahl Z der Stellungen , in denen es mit seinem unbe- 
wegt bleibenden Gegenbilde identisch gestellt ist, 4) durch 
die Zahl D, welche die Grösse der kleinsten, von Null ver- 
schiedenen Drehung des Raumdinges (in Einheiten von gan- 
zen Umdrehungen) angiebt ,. durch welche das Raumding eine 
der am Anfang der Drehung vorhandenen Stellung identische 
(also der Stellung des unbewegt bleibenden Ebenbildes iden- 
tische) Stellung erreicht, 5) durch die kleinste Anzahl Z von 
Centralebenen , einer Art, die das Raumding darbietet. 

Man hat also auch folgende Form der Definition des Be- 
griffes „Familie von Raumdingen.^ 

Eine Familie von Raumdingen umfasst alle jene Raumdinge, 
welche bezüglich auf die Wcrthe der 5 Zahlen 

^1 ^9 Z^ , Zy , S 

fibereinstimmen. 

AnmerhiHtj, Mfin erstellt sclion aas <Icn wenigen Beispielen, «lie liier 

\ i^ /^. 1 . in §. S^und in §. 4*2 Torlien^en , dass man den Bep^riff Familie Toa 

'f :^ ^J Raumdingfeo in sehr yerschiedenen Formen ausgedrückt darstellen 

kann , oline sein Wesen zu ändcra* 

Man ersiebt auch zugleich aus jeder dieser Definitionsformefi , 
dass ein und dasselbe Raumding nicht in zwei oder mehrere ver- 
schiedene Familien gehören könne. 

§. 43. Wir haben jetzt noch die Frage zu be* 
leuchten : 

1) unter welchen Bedingungen das gegebene Raumding K, 
ohne irgend eine Drehung zu erleiden, in identischer 
Stellung mit seinem ihm ordnungsmässig parallel ge- 
stellten {legenbilde K sich befindet, und 

2) wenn dies nicht der Fall ist, wie gross die kleinste 
Drehung d ist, welche K um die lothrechte höchst- 
vielgliedcrige Axe A erleiden muss, um mit K in iden- 
tische Stellung zu kommen, falls dies möglich ist. 

Man sieht leicht, dass beide Fragen in der Frage ent- 
halten sind: wie gross ist die kleinste Drehung d^ welche 



das Raamding K um die lothrecbte hödistvidigliederige Axe A 
erleiden muss , um in ideijitische Stellung- mit seinem ord- 
nungsmässig parallel gestellten Gegenbilde K zu gelangen, 
falls dies möglich ist. — Im Falle der Frage 1 ist nämlich 
^ = ♦), im Falle der Frage 2 aber nicht = 0. 

Die Voraussetzung der Möglichkeit fordert, dass die 
Axe A gegenbildlich gleichendig {$€ -f- ly) sey, so 
dass nur jene Fülle in Betracht kommen, «wo entweder 
die Axe A = {$-€ -|- ly, G) 

oder A = {$.€ + ly^ g) 
ist, mithin nur die Fälle, wo die Axe A gleichstellig 2en- 
dig G, oder gerenstellig 2endig g ist. 

I. Ist nun die Axe A gleichstellig 2endig, also = 6, 
und es ist ihr Hauptexponent E eine gerade Zahl, so ist K 
unmittelbar in identischer Stellung mit seinem ordnungs- 
massig parallel gestellten Gegcnbllde Ky , also (f = 0; ist 

dagegen E ungerad , so ist (> = — . -g- = ^-g **). 

Diese beiden Fälle für die gleichstellig ^Äendige Aä » 
A = G . 



(^ = 0.1 

für gerades E 



fUr ungerades E 

lassen sich zusammenfasen in der Form d = — ZT^*"!-: 

4E 

IL Ist die Axe A gerenstellig 2endig (A = g) und es 

ist E ungerad, so ist K unmittelbar in identischer Stel- 



t 

♦) Alan liönate aacU »agcn d ziz -^9 weil die Lochstvicl^liedcrige Axe 

' I 

als Eglit^derig liezcicUact ist, und l\ nach je -rr Drehung um A 

eine der ursprünglichen Stellung identische Stellung erreicht. 
**) Der Auliinger sieht dies am leichtesten ein, wenn er K* zuerst als 
ein regelmässiges Polygon \on gerader oder ungerader Seitenzahl 
annimmt, und dazu sein ordnungsmässig parallel gestelltes Gegen- 

bUd (nach obigen Regeln) conslruirt, und dann erst zu den kdrper- 

faß-] f i.ß-| r 8.41 
Heben Baamdingea L^ ^ J * L^ ^ J * L"^ ^ J «Umgebt. 



■\ . \ 
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Jung mit K , also tf = 0; ist dagegen E gerad, $o ist 

4 E ^• 

Die beiden Fälle flir gerenstellig 2endige Axe A = g 



r> = 0.1 



und * = 4 • -g 



iilr ungerades E 
lassen sich zusammenfassen in der Form ^ = 



für gerades E 



4E 

in. Ist die höchstvielgliederige Axe weder A = G noch 
A = g, so ist d unmöglich; d. h. weder die vorhandene 
Stellung von K, noch irgend eine durch Drehung von K um 
die lothrechte Axe A erreichbare ( mithin hom e) Stellung 
von K ist identisch mit der Stellung des unbewegt bleiben- 
den Gegenbildes K 

$.44. Ist aber ein Raumding K von solcher BeschaflTen- 
heit, dass sein ordnungsmässig ihm parallel gestelltes Ge- 
genbild K mit ihm selbst (also auch mit dem, mit K ord- 
nijngsmässig parallel gestellten Ebenbilde K, ) identisch ge- 
stellt ist iso dass K fähig ist, ohne Drehpng zu erleidep, 
nicht nur mit K^y sondern auch mit K in Coincidenz zu 
gelangen) **) , so ist dies auch bei jeder durch Drehung um 
die lothrechte Axe A erreichten Parallelstellung von K mit 
Kf und K der Fall. Es folgt daraus, dass in diesem Falle 
die Z Stellungen von K, in denen K mit K^ und K parallel 
lind mit K identisch gestellt ist, nicht verschieden sind von 



*} Wie Hies leicht crticlitlicli Ist, wenn man zu einer hesfimmten Ge* 

Ca.E-1 r **^~i r *•*! r *'^l 
* g J oder U g J oder L^ g J oder L^ ß J ilir ord- 

nangsmftssig paraUel gcstcUles Gegenbild K conslruirt, und dca 

Begriir identische StcHung beachtet. 

•*) Wm der FaH ist, wenn K =: [ t ^ J oder = [^l ü J oder ^S G*J 
oa„ [®T] oacr K =.r l'i''+'^] Ode, = [ iT'^''] 
oder= L^ e 1 oder == L^g J ist S. §. 45. 



M-^ioir i^'^^] 
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j^nen Z^ Stellungfen von K, in denen K mit K^ nni IK^ päralld 
iind mit K^ identisch gestellt ist. Es ist also in diesem Falle 
die Anzahl Z aller Stellungen von Ky in denen K mit K^ und 
Ky parallell gestellt ist (nicht Z^ = Z^ + Zy , also nicht 
== 2Zf , sondern es ist blos) Zp = 1 . Z^ = Z^ . 

Ist dag'egen K von solcher Beschaffenheit, dass sein 
ordnungsmässig ihm parallel gestelltes Gegenbild K mit ihm 
selbst nicht identisch gestellt ist, aber es ist doch möglich, 
)durch Drehung von K um die lothrechte Äxe A, Stellungen 
von K zu erreichen, in denen K mit K identisch gestellt 
ist *), so sind diese verschieden von jenen, in welchen K mit 
IC^ identisc h gc»tclU-4 st , und es ist dann die Anzahl Z aller 
Siellungen von K, in denen K mit K^ und K parallel ge*- 
stellt ist, offenbar = Z, 4- Z^ , so dass, weil dann Z^ n: Z 
ist, nolhwendig Z^ = 2Z^ seyn muss. ^ 

Ist K von solcher Beschaffenheit , dass sein ordungsmässig 
ihm parallel gestelltes Gegenbild K mit ihm selbst nicht 
identisch gestellt ist und es auch nicht möglich ist durch 
Drehung von K um die lolhrechte Axe A solche Stellungen 
herbeizuführen, in denen K mit K identisch gestellt ist, 
aber es ist doch nicht Z _ 0, d. h. es ist doch möglich 
Stellungen von K (durch Drehung um gewisse horizontale 
Axcn) zu erzeugen, die mit der Stellung von K identisch 
sind **>, so ist glejichralls die Anzahl aller Parallelstellungen 
von K mit K und K^ offenbar von der Form Z= Z^ + Z 

Biso, da dann (nach §.11) Z^ = Z^ ist, Z^ = 2Z, . 

Ist endlich K von solcher Beschaffenheit, dassZ =0***), 



♦) Wa. nur der FaH ist Lei K = [i'g'"^'^] odcr= [ l'*^''*"'"*^] 
t g J oder=: U g |. S. §. 43. 



♦*) Was nor Lei L* "J und L^ « J möglich ist, wo c Z= 2 und 
A =3 a ist. 



»**) Was nur bei Kr: L^ tt J uiid K =: U • J .»nd Lei K =: L* * 
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.M ist ohneluB die Anzahl aller Parallelstellangeiv von K mit 
K^ und K beschränkt auf jene Z^ Stellungen, in denen K 
mit K^ identisch gestellt ist, so dass dann Z = Z^ ist. 

§• 45. Die hier folgende Tabelle ist eine, alle möglichen 
Räumdinge umfassende, Zusammenstellung der Werthe der 
Zahlen 

^hf ^Ly5 ^**> ^ > liy^> ht^y ^«» ^y> ^p 

^er Zahlen D und d, der Zahl Z und der Zahl S, von denen 
insbesondere die Zahlen Z^ , Z , Z , D und d\ Z und S von 
nicht unbedeutendem Interesse sind. Die Tabelle zeigt dabei 
die Beziehung dieser Zahlen zu den Zahlen n und E und e 
-und zu der Polarilätsart A der, bei der Untersuchung benutz- 
ten, Art der höchstvielgliederigen Axen , und giebt verschie- 
dene Beispiele davon, wie durch eine. kleine Anzahl dieser 
.Zahlen der Familiencharacter jedes betreffenden Raumdinges 
bestimmt und bezeichnet werden kann *). — Diese Tabelle 
dient also, wenn für ein Raumding der Familiencharacter 
gegeben ist, den Werth jeder dieser Zahlen zu finden, 
der dein betreffenden Raumding zukommt, und umgekehrt, 
wenn die zur Bestimmung genügenden solchen Zahlen ge- 
geben sind, die Klasse, Ordnung und Familie zu finden, in 
welche das Raumding in der hier vorliegenden Anordnungs- 
weise gehört. 

Man sieht leicht ein, dass man in der Klasse I diejeni- 
gen Ordnungen, deren Ordnungszahl p eine ungerade Zahl 



und K = L5 e j und K =Z [ß « j, d. h. bei allen ührigcn Fällen 
stattfindet, in denen weder A gcgeubildlich gleichcndig (^« *l- ^y) 
nocb c = 2 ist. 

*) In der Krystanometrie ist gezeigt, wie von dem allgemeinen Cba- 

ractrr A und der Anzabl n der böcbstYielgliederigen Axen der 
ftUgemeinc Gbaracter und die Anzabl jeder anderen Art Toa Gen* 
Crftlftzeo des Raumdinges abbSngt 
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ist, absondern kann von jenen, deren Ordnungszahl p eine, 
gerade Zahl Ist, und dass dazu jede der Columnen S und 
Z und ö Veranlassung bietet, dass aber die Colunme j^^Z 
allein vollständig zu diesem Zwecke ausreicht, und dass 
ebenso die Columne Z|^^, oder die Columne D allein aus- 
reicht, um diese Sonderung zu bewirken. 



j^nmerkung. Der Gegenstand, den die Licr Torliegende Abhandliing 
▼on einer seiner merkwürdigsten Seilen betracLtet, ist Ton anderen 
wichtigen Gesiclitspuncten aus beleuchtet in der ausführlicheren 
Schrift: ■Uebcr Regeimässigkeitsgrade , die lieim Schwerpunct» bei 
Schwcrlinien und bei Schwerebenen in Raumgebiiden Torkommen etc. 
und über die mann ichfachen , auf Beachtung der Regelmftssigkeits- 
eigcnschaften beruhenden Arten der Bestimmung, Bezeichnung und 
systematischen Anordnung aller denkbaren Familien Ton Raumdin- 
gen,*« nebst einem Anhange über die Ton Herrn BraTais gelieferte 
• Classification der Polyeder nach der Natur ihrer Symetrie,« ¥on 
ProC Dr. J. F. C. Hesscl. 
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